D
° N ~
s INEP =
- S
239 o = .
£ 53 N T LO T
..:nuu = m L I P — OT <
Wu m S O ’ )
. ) : = )
g 8 8] Y| N\ N oS il | N
= N | MY -
@ cC ﬂ.L ) — 2 —
) AV .
o < S .
/f\.\ .ﬁ. ™\ - }’/ \l/
J) C g _/ a m M
[} \ - <
H | _ | O~y o
& Si NNy 55— Q ! S~ EEEY
SNBSS ! NN < D N N BB YRR, -
- .“N ﬁ-/? A bl an < ) \ _ 1/
C = S Y > — S SP] S~ [N
’ (®)] o 4 Q ) 4W /_ ,N
—
2 < ik &8 S <
g 2 I i = y
= : IR =a| ) [
~ ‘ — &
0 (ab)] : ..M . .W. ( :
= m ™ \ S 4
M - " - > — O\ C #’V'
O O . < N N T\
— | L J N V) > Q~
O o r v
= . ~> ' ~
(D] = A= - , )~V
y= um N nﬂw s . ~ i
[ ) N ~ND L . d
IW - nla U ¢ - Q ) m(+ g S <
o ) — © -~ N
pr Q) d — P ~
O H®) fab) - ~ = 2 fan S S
fap)) m ﬂw -V I’- 5 \_,\ S -.M\ T ' //.. < N
HE = b N R K § (
=i _ S EE R v - ;
=19 O © . ) HE bk T O
LA > = . _ _ o= llg [ d) = N =N
_”_u m = fab) ..."M ~ m.,l_» \N (D) C D
= | ] [ o mmmv
= a \;_1 L <

Kombinatorik Seite 1



AD

(VY

A

~ | /)

ar e

-

Nno

| AV Bl

h

.
[T e

(\

t1Q 7

a

Q

niht

\K|UL‘LL’QI U U U1V

K.

Ql,r

1L
\

Art

LT

Passwiu
Su ok

AK/II_I

| AV |

\/I
[ W

26

/1.

\

A

I

~

A\

00U, 000 000

ADC

39

Uoolehpetn HoRd2R 0

4

diY;

ny /,.
Oc

A4

r I\

37

\ S

[a)
<

1
2
ib

A 14
¥

~
Q
~

(
al

=

( !?r
[
7

(PN
n_ln
ZOUACn

N
ko)

/7

o~
-
-

11

An
—

4

/)

2 dd

29

KXl - Caclo

A
di

7
N 'i
v
\"ic

A4

.

.

Kombinatorik Seite 2



L
k‘
3
Y |- D
| ~ <<
! M , ~. 2 N
S
1 \
1 Oﬁ N ", 0 )
\O qJ] ¢! N s O A ) —_—
) NESE ] | —] ~
Q % Q¥ ~ o< IS h p
1"1. ~—T { o NG ) S
i TN e <
N _ Mv L I( n.\ V T~ ”W '
nv A / -—J — o |J. D)
. ) . IM... \, ,n K ] 4 S A
LY A~ N —X) Jx A N >
A x Af ) + Q| 4 —l Gan
C L < = Do e
= (l\‘ A ﬂlu ~N
— | . . n )
; =S =/ &9 EEE:
~
. =S / & T
for| = Q=
I = Lo ~
LD T _ o ) © .
) 6 1 l.J N o
C 7 \ A 1 Q
S < R nd RS
' [N L (€
~ S \ 1 ) B _ \
3 - H \ { _ o
I I~ -~ 1)\|. sl
U > - "o N
J “p | ¥ -+ - T
I L 4 « s 9 | T
'h‘!\ “ < Tl \Vlu N f/”c\ Q
S Im ] Y S —
< Q D 4 0

Kombinatorik Seite 3



Ein Wrfelproblem

Freitag, 23. April 2010
14:26

Aufgabe 1) Der franzdsische Adlige Chevalier De Méré, der einen nicht unerheblichen Teil
seiner Zeit mit dem Glicksspiel verbrachte, konnte sich die folgende

Beobachtung nicht erklaren:

Beim Wiirfeln mit drei Wirfeln kommt die Augensumme 11 haufiger vor als

die Augensumme 12.
Er argumentierte so:

Es gibt folgende sechs Méglichkeiten, die Augensumme 11 zu erzielen

Nt
% 4 1 4/2(16/}1 ’f"l 6) 3¢
— Yx¢ A6 (|
L otem Y
= 3
5 4 2 =)  (
5 3 3 7 A
4 4 3 D
und es gibt ebenfalls sechs Mdglichkeiten, die Augensumme 12 zu erzielen 2%
6 5 1 p /
6 4 2 q!
6 3 3 Q
5 5 2 )
5 4 3 0!
| / 95

Was sagen Sie zu der Argumentation von De Méré? Wieviele Moglichkeiten flr
die beiden genannten Augensummen gibt es tatséachlich?

Eingefugt aushttp://www.matheprisma.uniwuppertal.de/Module/Kombin/Aufgaben.htm
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1 Act ~ BRP Mathematil
=Peouliy Mag. Kurt Soser
ntag, 26. April 201 2009/10
2105 (WK O
....................................... Ereignismenge mit 3 Wiirfel
......................... 216 Variationen aus 56 Wiirfel-Kombinationen
’3_|4 |5 |6 |7 |s |9 |1o |11 |12 |13 |14 |15 |16 |1? |1s
27 531 | 841
26 627 &3z
25 (621 612 622 |est
24 612 | S41 |14 | 642
23 531 532 |551 633
22 's22 523 542 | 624
21 £11 | 513 |514 533 615 |66l
20 521 | 441 |d451 | 524 561 652
13 51z | 432 |442 515 552 | 643
18 431 | 423 433 | 461 543 | 634
17 422 | 414 |d24 | 452 | 534 | 625
16 413 | 351 415 | 443 | 525 | 616
15 511 | 341 | 342 | 361 | 434 | 516 | 562 6EZ
(14 421 | 332 | 333 | 352 | 425 462 | 553 653
13 417 | 323 | 324 | 343 | 416 | 453 | S44 | 644
12 331 | 314 | 315 | 334 | 362 | ddd | 535 635
11 322 | 251 | 261 | 325 353 | 435 526 626
10 411 | 313 | 242 252 | 316 | 344 | 426 | 463 | 563 | 683
a 321 | 241 | 233 243 |22 | 335 | 363 | 454 | 554 | 654
e 312 | 23% | 224 | 234 | 253 | 326 | 354 | 445 | 545 | 8645
R 231 | 223 | 215 | 229 | 244 | 263 | 349 436 | 536 | 636
3 211|222 | 214 | 161 | 216 [235 254 [ 236 | 264 [4ca 564 [ces
s 221 213 |151 152 162 | 226 245 | 264 355 455 [ 555 655
4 217 (141 |142 143 153 163 236 | 255 346 446 [ 546 646
s 211 (131 (122 | 133 | 134 [ 144 154 164 | 246 | 265 | 365 | 465 |S65 | 665
z 121 122 | 123 | 124 | 125 [ 135 145 155 165 256 | 356 | 456 556 556
1 |111 112 (113 | 114 115 | 116 | 126 | 136 146 156 | 166 266 | 366 466 566|666
i21s|1 |3 |s |1o |15 |21 |25 27 |27 |25 |21 |15 |1o |s |3 |1
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AR | vvartoellen BRP Mathematil
e e Ll ol e o Mag. Kurt/Soser
annerstag, 29.|April 201C 2009/10
510 Sf % WK O

Kombination mit Wiederholung — Herleitung der Formel

Beispiel:

Wie viele Moglichkeiten gibt es, 5 (nicht unterscheidbare) Apfel auf 3 Kinder zu verteilen?
Das Problem lisst sich als ungeordnete Stichprobe mit Zuriicklegen betrachten: | Jeder Apfel
zieht sich eins der drei Kinder aus der Urne.” Die Tabelle zeigt drei miégliche Ergebnisse:

Kl K2 K3
a) 00 O 00
b) 000 00
c) 0 0000

Wir kdnnen alle Ergebnisse durch Ziffernfolgen kennzeichnen, wobei 0 fiir einen Apfel und 1
fiir eine ., Trennwand® zwischen den Kindern steht:

a) 0010100 b) 0001100 ¢) 1010000

Damit ist die einleitende Frage auf das schon bekannte (MISSISSIPPI-)Problem zuriickgefiihrt:
Wie viele Maglichkeiten gibt es, 5 Nullen und 2 Einsen auf 7 Plitze zu verteilen?

i
s
5 Apfel auf 3 Kinder zu verteilen.

-
Es gibt [SJ =21 solcher Permutationen mit Wiederholung, also 21 Méglichkeiten,

Verallgemeinerung:
Wie viele Moglichkeiten gibt es, & (nicht unterscheidbare) Apfel auf # Kinder zu verteilen?

k+n—1
vgl. obiges Beispiel: k Nullen, n—1 Einsen, k +(n—1) Plitze, also [ : JMﬁiglichkeiten

Im Urnenmodell bezeichnet 2 dic Anzahl der Elemente in der Urne und & den Umfang der
Stichprobe (mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge).

© C. Wolfseher
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